Ejercicio 1 Del Modelo 2 del 2020 (Andlisis)

xe* -In(1 +x) - (a + 1)x
2

(2’5 puntos) Sabiendo que Iing es finito, calcula a y el valor del limite (In denota la

X
funcién logaritmo neperiano).
Solucion
La regla de L'Hopital (L'H) dice: Si “f" y “g” son funciones continuas en [a -, a + §], derivables en
) _

- (%)
(a- 9, a+9), verificando que f(a) =g(a) =0 vy I| , entonces si existe lim .

a2 gx) 0 x-a g '(x)
jim %) i

e g

se verifica que

(( )) La regla se puede reiterar, y también es valida si tenemos /o, y Si X - o,

Tenemos lim xe’ -Ind+x)-@+1)x _ { -In(1)-0_0, " H}

x? 0 "0’

1€ +xe* - 1 -(a+1)-1
1+x

—lim _1+0-1-(a+1)_ -(a+1)
x-0 2x 0 0o

Como me dicen que el limite es finito, es decir que existe el limite, tenemos que seguir aplicandole la Regla
de L'Hépital para lo cual el numerador “-(a + 1)” tiene que ser cero, de donde a+ 1 =0, es decira =-1.

1 X X X -1
e x o= e’ +e*+xe” -
Le vxe 1+x 1+0- 19LH 1+x? _1+1+0+1_
2X 0 0
por tanto a = -1 y el limite vale 3/2.

= lim =3/2,

x-0 2

Seguimos: Iirrg
X =

Ejercicio 2 Del Modelo 2 del 2020 (Andlisis)
(2’5 puntos) Determina la funcion f: (-1,+o) - R, sabiendo que es dos veces derivable, su gréfica pasa por
el punto (0, 1), f‘(0)=0y f"(x) = a1
Solucion

Por el Teorema Fundamental del Calculo Integral (TFCI).- Si f(x) es continua en [a,b] entonces la funcién
G(x) = [ f(t) ]dt es derivable y su derivada es G ‘(x) = (Ja* [f()]dt )* = f(x)

En la préactica f(x) = [ f ‘(x)dx; f ‘(x) = [ f *(x)dx; f “(x) = | f (x)dx, etc.....
dx
En nuestro caso: f'(x) = |f"(X)dx = | —— =In(1 + X) + K.
(9= [ (9dx = [ == =In(1 +x)
Def‘(0)=0tenemos 0=In(1+0) + K=0+K, luego K=0yf‘(x)=In1 + x).
Tenemos:

u=In(l+x)=>du=

f(x):jf'(x)dx=j|n(1+x)dx_ 1+xb=1In(l + X)X - jx

=xIn(l +x) - [——d
dv=dx = v= Idx X X 1+x

1+x-1

sumo un cero 1+X -1 dx
= =x-In(1 + x) - - =x-In(1 + X) - + =
{ dx =x:In(1 + x) I1+de I1+de x-In(1 + x) fdx I1+x

=x-In(1 +
del tipo 1-1 } X+ - [5

=x-In(1 +x)-x+In(1 +x) + L.

Como nos dicen que pasa por el punto (0, 1) tenemos f(0) =1, es decir f(0) =1=0:In(1)-0+In(1)+L =
=0-0+0+L,luego L =1ylafuncion pedida es f(x) = x-In(1 +x) - x +In(1  +x) + 1.

Ejercicio 3 Del Modelo 2 del 2020 (Algebra)
ax+y+z=1
Considera el sistema de ecuaciones < x+ay+z=a
Xx+y+az=a’
a) Discutelo segun los valores de a. (1'75 puntos)



b) Resuelve, si es posible, el sistema paraa =1y a =-2. (0’75 puntos).
Solucién
ax+y+z=1
Considera el sistema de ecuaciones <x+ay+z=a
Xx+y+az=a’

(a)

Discutelo segun los valores de a.
a 1 1 a 1l 1 1

Sean A=|1 a 1| y A*=|1 a 1 a | lamatrizde los coeficientes y la matriz ampliada.
11 a 11 aa

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes para ver para que valor de a hace cero dicho

determinante.

a 11 a 1 1 a1l a 1 1 Adjuntos
[A=l1 a 1 =1 a 1 |=(2+a):|1 a 1F,-F=(2+a)|l-a a-1 tercera =
1 1 aR+FR+F |2+a 2+a 2+a 1 1 1FR-F l-a 0 0O fila

= (2+a)-(1-a)-(0-a+1) =(2 + a)(1 - a)(1 - a).
Si|A| =0, tenemos (2 +a)(1 - a)(1-a) =0, de donde a=-2ya=1(doble).
Sia#-2ya#1l,|Al #0luego rango (A) = rango(A ") = 3 = n° de y rango incognitas, y por el Teorema

de Rouché el sistema es compatible y determinado y tiene solucién Unica

111 1111
Sia=1,tenemos A=|1 1 1|y A*=|1 1 1 1|.
111 1111

Obsérvanos que las tres filas tanto en A como en A* son iguales por tanto, tenemos rango(A) = rango(A*) =
= 1 < ndmero de incégnitas, por el Teorema de Rouché, el sistema es compatible e indeterminado y tie-
ne infinitas soluciones , (mas de una).

2 1 1 21 1 1
Sia=-2,tenemos A=|1 -2 1|y A*=|1 -2 1 -2]|.
1 1 -2 1 1 -2 4
En A como | 12‘ =4-1=3#%0, rango(A) = 2.
2 1 1 -2 1 1|Adjuntos
En A*como |1 -2 -2 =1 -2 -2| tercera =3-(4-1)=9#0, rango(A*) = 3.

1 1 4|R+F+F [0 0 3| fila

Como rango(A) = 2 # rango(A*) = 3, por el Teorema de Rouche, el sistema es incompatible y no tiene
solucion .

(b)

(b)

Resuelve, si es posible, el sistemaparaa=1ya=-2.

Hemos visto en el apartado (a) que para a = -2 el sistema es incompatible y no tiene s olucion , y ademas
que para a = 1 teniamos rango(A) = rango(A*) =1 < numero de incégnitas, por el Teorema de Rouchg, el
sistema es compatible e indeterminado y tiene infin itas soluciones , (mas de una).

Como el rango es uno, con una ecuacioén es suficiente:
Tenemos x +y +z=1,tomandoy =A OR yz=pldR, las infinitas soluciones del sistema son:
Xy, 2)=(2-A-H A, pcon A, pOR.



Ejercicio 4 Del Modelo 2 del 2020 (Geometria)
X-y+2z=5

x-z=1 '

(a) Determina el punto simétrico de P respecto de la recta r. (1'5 puntos)

(b) Calcula el punto de la recta r que dista v(6) unidades del punto P. (1 punto)

Considera el punto P(1, 0, -1) y larecta r E{

Solucion
| X-y+2z=5
Considera el punto P(1,0,-1) ylarecta r = 7= .

Q)

Determina el punto simétrico de P respecto de la rectarr.
P

Mou

*
I
I
I
I
1
|
I
I

|

lp
Ponemos la recta r en forma vectorial, tomandoz=b 0OR. Tenemosx=1+bey=-5+1+b+ 2b, es
decir:r=(x,y,z)=(1+b, -4+ 3b, b) con b 00R. Un vector directorde r esu =(1, 3, 1).

Tomamos punto genérico M de la recta r(A;u) (en vectorial), formamos el vector PM, y le imponemos la con-
dicién de perpendicularidad a dos vectores, uno el PM y otro el director u de la recta “r". Obtenemos el
punto M, que sera el punto medio del segmento PP’, siendo P’ el punto simétrico buscado.

Punto genérico de la recta “r", M(1 + b, -4 + 3b, b), formamos el vectorPM=(1+b-1,-4+3b-0,b+1) =
= (b, -4 + 3b, 1 + b), le imponemos la condicidn de que sea perpendicular a la recta “r" es decir a su vector
de direccién u = (1, 3, 1), por tanto PMeu=0 - (b,-4+3b,1+b)*(1,3,1)=0=b-12+9+1+b=0,
de donde 11b=11,esdecirb=1yMes M(1 + (1), -4 + 3(1), (1)) = M(2, -1, 1).

De M punto medio del segmento PP’ tenemos: (2, -1, 1) = ((1 + x)/2, (0 + y)/2, (-1 + 2)/2 ), de donde:
2=(1+x)2 - x=4-1=3.
A1=0+y)/2 - y=-2-0=-2
1=(-1+2/2 - z=2+1=3.

El punto simétrico pedido es P'(3, -2, 3).
(b)

Calcula el punto de la recta r que dista v(6) unidades del punto P.

Tomamos punto genérico Q de la recta r(A;u) (en vectorial), formamos el vector PQ, y le imponemos la con-
dicién de que la distancia de Q a P sea V(6), es decir d(P, Q) = ||PQ]|| = V(6).

Punto genérico de la recta “r", Q(1 + b, -4 + 3b, b), formamos el vector PQ=(1+b-1,-4+3b-0,b+1)=
=(b,-4 +3b, 1 +b).

De [IPQI|=V(6) — V((b)*+ (-4 +3b)>+ (1 +hb)*) =V(6).

Elevando al cuadrado, desarrollamos y simplificamos:

b2+ 16+ 9b2-24b + 1+ 2b+b2=6 - 11b2—22b+11=0 — b?—2b+1=0. b=22 Y44 “24'4:1(dob|e),
luego el punto Q pedido es Q(1 + (1), -4 + 3(1), (1 )) =Q(2, -1, 1). Sinos damos cuenta era el punto M
del aparatado anterior.

Ejercicio 5 Del Modelo 2 del 2020 (Andlisis)

Sea f la funcién definida por f(x) = ZILI para x z 2.
- X



a) Estudia la derivabilidad de f. (1'25 puntos)

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1'25 puntos)
Solucién

Sea f la funcion definida por f(x) = 2|L|

- X

(@)
Estudia la derivabilidad de f.

para x # 2.

x|

Sabemos que la funcion f(x) = 3 es continua en todo R menos el 2 (nimero que anula el denominador),
- X

porque la funcion valor absoluto es continua en todo R.

si x<0

X si x<0 2 _x
De |X|= ) tenemos f(x) =
+x si x=20 si x>0

2-X
Para estudiar la derivabilidad sélo nos falta ver la derivabilidad en x = 0, y estudiaremos la continuidad de la
derivada porque la funcion si es continua en x = 0.

X & x<0 _1'(2_)()_(;1)'(_)() si x<0 —22 si x<0
f(X) — 2-X - f '(X) - (2 - X) - (2 - X)
X s x20 1'(2_)()_(;1)'()() si x20 2 ~ si x20
2-Xx (2-%) (2-%)
Para que f(x) sea derivable enx =0, f'(0-) = Iirrol_f 'x) =f'(0+) = Iiry f'(x), veremos la continuidad de la
derivada.
. C . -2 -2 , L . 2
f'(0-) = lim f'(x) = lim ~|= = =-1/2. £'(0+) = limf'(x)= lim =< =12
X - 0- X - 0- (2 - X) 4 X -0+ X -0+ (2 - X) 4

Como f (0-) =-1/2 #f‘(0+) = 1/2, la funcion f(x) no es derivable en  x =0, es decir la funcion f(x) es
continua en R — {2} y derivable en R — {0, 2}.

(b)

Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Me estan pidiendo la monotonia, que es el estudio de f ‘(x)

-2
-X . H
si x<0 ; Sl x<0
- 2-
09 =12 =120
X si x20 > Si x20
2-x (2-%)

Six<0,def‘(x)=0 - -2 =0, lo cual es absurdo luego sera estrictamente creciente o decreciente en x < 0.

Six>0,def‘(x) =0 - 2=0, lo cual es absurdo luego sera estrictamente creciente o decreciente en x > 0.

Como f ‘(-1) = -2/9 < 0, luego f(x) es estrictamente decreciente (\) en (-, 0)

Como f ‘(1) = 2/1 > 0, luego f(x) es estrictamente creciente (/‘) en (0,+w) — {2}
Por definicién en x = 0 hay un minimo relativo, no derivable, que vale f(0) = 0.

Ejercicio 6 Del Modelo 2 del 2020 (Andlisis)
Considera las funciones f, g : R - R definidas por f(x) = -4x + 2 y g(x) = -x? + 2x + C.
a) Halla el valor de c sabiendo que sus gréficas se cortan en el punto en el que g alcanza su maximo.
(1 punto)
b) Para c = - 3 calcula el area de la region limitada por ambas gréficas. (1'5 puntos). P
Solucion
Considera las funciones f, g : R - R definidas por f(x) = -4x + 2 y g(x) = -x? + 2x + C.
(a)

Halla el valor de ¢ sabiendo que sus graficas se cortan en el punto en el que g alcanza su maximo.

Sabemos que g(x) = -x? + 2x + ¢ alcanza su maximo en el vértice de su grafica que es una parabola.



Tenemos g ‘(X) =-2x + 2. De g ‘(xX) =0 - -2x + 2 = 0, de donde x = 1 que sera la abscisa de su maximo
relativo. Veamoslo: De g "(x) = -2, como g "(1) =-2 < 0, x = 1 es un maximo relativo.

Def(1)=g(1) - -4(1)+2=-(1)?+2(1)+c - -2=1+c,dedondec=-3.
(b)
Para c = - 3 calcula el area de la regién limitada por ambas gréficas.

La grafica de f(x) =-4x + 2 es la de una recta que pasa por los puntos (0, 2) y (1, -2).

La gréfica de g(x) =-x2+ 2x - 3 es una parabola asi (n) porque el nimero que multiplica a x? es negativo.
Con vértice en el punto (1, -2), lo hemos visto en el apartado (a).
Cortes con los ejes:
Six =0, punto (0,0)
2++4-12

Sigx)=0=x2-2x+3=0 - x= >

, que no tiene soluciones reales por tanto no corta al

eje de abscisas OX.

Veamos los cortes de la grafica de f(x) con la g(x). Igualamos f(x) =g(x) — -4x+ 2 =-x2+ 2x — 3, de don-

6++36-20_6+16 _6+4
2 2 2
(punto (1, -2) ) y la abscisa x = 5 ( punto (5, -18) ).

de tenemos x2-6x+5=0. - x= , es decir se cortan en la abscisa x = 1

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de las gréficas es:

El area pedida es:

5 5 5 x®  6x° ’
L (parabola - recta)dx = L (-x*+ 2x - 3 - (-4x + 2))dx = L (- X*+ 6x - 5)dx = | - ?+T_5X =
1

= (-125/3 + 75 — 25) — (-1/3 + 3 — 5) u2 = 32/3 u? = 10°'6667 U2

Ejercicio 7 Del Modelo 2 del 2020 (Algebra)
172 -\/§/2J

NCYZ RET7)

a) Calcula A3" y A%, (1'5 puntos)
b) Halla el determinante de la matriz 3A%2(A!)4, donde At es la matriz traspuesta de A. (1 punto)

Solucion
112 312
NCYZ R 7)

Considera la matriz A:[

Considera la matriz A:[

(a) Calcula A3" y A%,
a| V2 B2) (U2 32| (w2 fBI2) 12 V32
V32 1z ) V32 2 J\VBr2 a2 ) (32 -1



A= A% A= [

2 B3R\ (12 312 _(1 oj -,
32 2 )32 a2 )0 1)
Expresamos 37 y 41 como potencias de 3 con la division entera, porque A3 = I2.
37=3-12+1 y 41 =3-13 + 2, luego:

-1/2 -\/§/2J

A% = AB12+1 = (A3)12. AL = ()12 A= . A= A :[

32 12
AN = A33+2= (A A2 = (I)B. A2 = [, A= A2 = -1/2 \/5/2 _
312 -112

(b)
Halla el determinante de la matriz 3A%2(AY)%, donde At es la matriz traspuesta de A.

-1/2 V312
det(A) = |A| = 3 =1/4+3/4=1.

32 12

det(3A52(AY4) = det(3A- ASYAYY) = {i, ii, iii} = det(3A)- det(A)SL- det(A)) = 32-1-15L.14 = 9,

Propiedades usadas:

(i) Sabemos que det(k:An) = (k)"-det(An).

(ii) Sabemos que det(A) = det(AY).

(i) Si A'y B son matrices cuadradas del mismo orden entonces det(A-B) = det(A)-det(B).

Ejercicio 8 Del Modelo 2 del 2020 (Geometria)
Considera los vectoresu = (2,1,0),v =(1,0,-1) yw =(a, b, 1).
a) Halla a y b sabiendo que los tres vectores son linealmente dependientes y que w es ortogonal a u.
(1.5 puntos)
b) Para a = 1, calcula el valor o valores de b para que el volumen del paralelepipedo formado por dichos
vectores sea de 6 unidades cubicas. (1 punto)
Solucion
Considera los vectoresu =(2,1,0),v =(1,0,-1) yw =(a, b, 1).
(a)

Halla a y b sabiendo que los tres vectores son linealmente dependientes y que w es ortogonal a u.

Sabemos que si los vectores u, v y w son linealmente dependientes uno de ellos es combinacion lineal de
los otros dos y el determinante de los tres vectores es cero, es decir:

2 10 2 1 O0|Adjuntos
det(uvw)=0=1{1 0 - =1 0 -1 tercera =-(-1)-(2b-a-1)=0=2b-a-1=0.
a b 1|R+F, |a+l b O0|columna
Si los vectores w y u son ortogonales su producto escalar (*) es cero.
weu=0=(a, b,1)(2,1,0)=2a+b=0,dedondeb=-2a - 2(-2a)-a-1=0 - -ba-1=0,dedonde
obtenemos a=-1/5 y b =2/5.
(b)

Para a = 1, calcula el valor o valores de b para que el volumen del paralelepipedo formado por dichos vecto-
res sea de 6 unidades cubicas.

Tenemos los vectoresu =(2,1,0),v=(1,0,-1) yw =(1, b, 1).

Sabemos que el volumen del paralelepipedo que determinan los vectores u, v y w, es el valor absoluto (lo
notaremos | |) del producto mixto (lo notaremos con corchetes [ ]) de los tres vectores u, v y w. (El produc-
to mixto de tres vectores era su determinante.)

210 2 1 O0|Adjuntos

Tenemos | det(u,v,w) |[=6u3=|[1 0 - =11 0 -1 tercera | =|-(-1)-(2b-2)|=6.
1 b 1|R+F 2 b 0jcolumna

Tenemos la ecuacion |2b - 2| = 2, que nos proporciona dos ecuaciones:

+(2b-2)=6 - 2b=8 - b=4.Unvectores w=(1,4,1).
-(2b-2)=6 - -2b=4 - b=-2.0trovectores w =(1,-2,1).



